Exame final nacional de Matemdtica A (2026, 1.2 fase) @

Proposta de resolucido

1. Como existem 4 livros policiais, que devem ser lidos de seguida, existem Py = *A4, = 4! formas de os
agrupar 4 ordens adjacentes.
Esta sequéncia de livros pode ser lido antes dos restantes, apés o primeiro nao policial, apés o segundo nao
policial, apds o terceiro nao policial, apds o quarto nao presencial, ou no final de todos os nao policiais,
ou seja em 5 ordenagoes diferentes. Os restantes 4 livros, nao policiais, podem ocupar cada uma das 4
ordenacoes existem 4! formas diferentes de os ordenar.
Assim o ntmero total de maneiras que se podem dispor os 8 livros nas condigoes descritas, é:

4! x 5 x 4!l =5 x 4! x 4!

Resposta: Opgao D

2.1. Para averiguar se a funcado f é continua em x = 3, temos que verificar se f(3) = lim f(x) = lim+ f(x)
r—3~ T—3

1 9
. f(3)=4—e3_3(3+1)—§><32=4—1><4—§=

N ©

1 1
o lim f(z)= lim (4—e32(z+1)—=2?) =4-e333+1)— = x 32 .
T3~ r—3~ 2 2 2
x—3 __ 1 3—-3 _ 1 0 _ 1
¢ zl—lg,l+f(x) - zl_lg,l+ ex2 —9 632 —9 e9 —9 g (Indeterminagao)
Usando a regra de 'Hopital, temos:
=3 _ 1)/ z—3 _ 3=3) 1
limf(x):limu:lime 0_c¢ ==
z—3+ z—3+ (x2 — 9) z—3+ 22 —0 2x3 6

Como f(3) # 1iI§1+ f(z), entdo a funcdo f ndo é continua em z =0 .
z—



2.2. Comegamos por determinar a expressao da derivada da funcao f, em | — 00,3[:
! 3—x 1 2 ' / 33—z / 1 9 !
flx)y=(4—c¢ (33—1—1)—533 =@ — (& +1)) - Sa?) =

=0- ((egfm)l(x—I— 1)+ e37%(x + 1)’) - % x2z=— (- (z+1)+e " x1)—z=

= (z+1) - T —z=""((z+1) - 1) —z=€"T"xr—2=2(e"" - 1)

Calculando os zeros da derivada da fungao f, em | — 00,3[:
f@)=0& 2 "-1)=0 =0V -1=02=0Ve =1
S r=0V3—-z=lhl & z2=0V —2=0-3 < 2x2=0V =3
——
C.Imp.,z€]—00,3]

Como no intervalo | — 00,3[ a equagao f'(x) = 0 s6 tem um zero, estudando a variagdo do sinal da
derivada e relacionando com a monotonia da fun¢ao, vem:

r | —00 0 3
I + 0 - n.d.
f ~— | min | — | n.d.

Assim, podemos concluir que a fungao f:

e ¢ decrescente no intervalo | — 00,0];
e ¢ crescente no intervalo [0,3[;

e tem um minimo relativo para x =0 .

2.3. A abcissa dos pontos do gréficos da fungao f, com a ordenada simétrica da abcissa, sao solugoes da
equagao
fx)=—2 & f(x)+2=0

Assim vamos mostrar que a fungéo g(z) = f(z) + = tem pelo menos um zero no intervalo |—1,0].
Como a funcao f, e também a funcao f resultam de operagoes

sucessivas de fungdes continuas em | — 00,3], sdo continuas
neste intervalo, ¢ em particular, no intervalo [—1,0].

C.A.
Como ¢g(0) < 0 < g¢g(=1), entao, poderﬂr_lo; concluir, . , N 7 - 5
pelo Teorema de Bolzano, que existe ¢ € }5,5{ tal que g(=1)=f=1)+(-1)= 9 T 9
g(c) = 0, ou seja, que .existe, pelo menos, un}a solugéq da g(0) = f(0)+0=4—e3~ —16,09
equagdo ¢g(z) = 0 no intervalo |—1,0[, isto é, que existe,

pelo menos, um ponto do grafico de f cuja ordenada é igual
simétrica da abcissa, neste intervalo.
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3. Inserindo numa lista da calculadora gréfica os dados relativos aos valores da TMB, e calculando as respe-
tivas medidas estatisticas, verificamos que a média dos valores da TMB das sete mulheres, arredondada
as unidades, é 1374 quilocalorias por dia.

Procedendo da mesma forma para os dados correspondentes ao IMC, verificamos que os primeiro e terceiro
quartil destes valores sdo, respetivamente @1 = 23,4 e Q3 = 27,5, pelo que apenas 3 valores (24,6; 23,9 e
23,6) pertencem ao intervalo |Q1,Qs], isto é que existem exatamente 3 mulheres com IMC pertencente ao
intervalo |Q1,Qs] .

Com os dados do IMC na lista correspondente as abcissas dos pontos do diagrama de dispersao e os
dados da TMB correspondentes as ordenadas dos pontos, podemos calcular o valor do coeficiente de cor-
relacdo linear, cujo arredondamento as centésimas, é r ~ 0,881. Assim, podemos concluir que o coeficiente
de correlacao linear entre as varidveis apresentadas na tabela é superior ao coeficiente de correlacao linear
entre as varidveis apresentadas no grafico da figura, porque este apresenta uma correlagdo negativa, ou
seja, um coeficiente de correlagao negativo.

Usando o modelo de regressao linear apresentado no gréafico da figura, e calculando a ordenada do ponto
da reta que tem abcissa 43, obtemos o valor y = —9,02 x 43 + 1777,62 = 1389,76, ou seja, admitindo a
validade do modelo de regressao linear apresentado, uma mulher com 43 anos terd uma TMB aproxima-
damente igual a 1390 quilocalorias por dia (valor arredondado as unidades)

Logo, as correspondéncias corretas sao:

e (a) = (2)
e (b) = (1)
* (0~ (@3
e (d) = (3)

4.1. Como o plano deve ser perpendicular a reta DH, o vetor diretor normal da reta é também um vetor
normal do plano, %(1,3,0), pelo que a equacao do plano que pretendemos definir é da forma:

r+3y+d=0

Como se pretende que o plano contenha o ponto G de coordenadas (6,9,0),
podemos determinar o valor do parametro d, substituindo estas coordenadas,
na equacao anterior:

64+39)+d=0<6+2T+d=0 < 334+d=0 < d=-33

E assim, uma equacao que define o plano perpendicular a reta DH e que passa no ponto G, é:
r+3y—33=0

Resposta: Opgao B
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4.2. Como as retas AG e DH sao paralelas, o vetor diretor da reta DH também é um vetor diretor da
reta AG, pelo que, como se conhecem as coordenadas do ponto GG, uma equagao vetorial da reta AG,
é:
(z,y,2) = (6,9,0) + £(1,3,0), k e R

E assim, um ponto genérico desta reta, tem coordenadas: (6 + k,9 + 3k,0), e assim, vem que como
o ponto A pertence ao eixo Ox:

e tem ordenada nula, ou seja: ya =0 < 94+3k=0 < k:—g & k=-3;
e o valor da abcissa é: 24 =6+k =6+ (—-3)=3.

Como os pontos A, B e G tém todos cota nula, o plano ABG é o plano Oy, pelo que o ponto D
tem a abcissa e a ordenada iguais a do ponto A e a cota igual a do ponto C', ou seja, as coordenadas
do ponto D sao (3,0,4).

Observando que:

DF=CC=G—C=(690) - (0,64) = (63, — 4)

Podemos determinar as coordenadas do ponto F":
F=D+DF = (3,04) + (6,3, — 4) = (9,3,0)

Desta forma o raio da superficie esférica é:

AF=/3-924+(0-32+(0-02=+36+9+0=+45

E assim, uma equacao da superficie esférica de centro no ponto A e que passa no ponto F', é:

(:13—3)2+(y—0)2+(z—0)2:(\ﬂl?))z & (z—3)2+12 + 22 =45

5. (AE 2018)

Observando os primeiros termos da sucessio u, = n? — 4n temos:
o up =12 —4(1) = -3;
o uy =22 —4(2) = —4;
o u3 =32 —4(3) = -3.

Assim, como us < ug a sucessao nao é monétona decrescente.

O grafico da sucessao 2n + 3 é um conjunto de pontos que pertencem a uma reta de declive positivo,
pelo que a sucessao nao é mondtona decrescente.

n

- - . o . 3
Como a sucessdo | = é uma progressao geométrica com o primeiro termo positivo (2 >0) e de

razao maior que 1 1) é uma sucessao monotona crescente.

2
3
2
2\ < (o o i 2

3 é uma progressao geométrica com o primeiro termo positivo 3 >0] e de

razao menor que 1

( >
n
Como a sucessao (
2 , . .
3 < 1) é uma sucessao mondtona decrescente.

Resposta: Opgao D
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5. (AE 2023)

A soma de todos os termos de uma progressao geométrica de razao r, com r €] — 1,1[ é um valor finito.

. - (2\" < . ~ .
Assim observando que a sucessao (3 € uma progressao geometrlca de razao maior que —1 e me-

2
nor que 1 (—1 < 3 < 1) temos que a soma de todos os seus termos é um valor finito.

Resposta: Opgao D

6. Os pares de sapatos pretos e brancos ficarao em compartimentos adjacentes se

ficarem na mesma linha, ou na mesma coluna e em linhas adjacentes. A B
C D

No caso de ficarem na mesma linha, existem 5 x 2 possibilidades, corres-
pondendo as 5 linhas, e com a possibilidade de trocarem de posigao ficando E F
ambos nos mesmos compartimentos. O numero total de disposigoes dos 5 pares =G? T
de sapatos nestas condigoes ainda deve prever a disposi¢oes dos restantes 3 pares —|—wlll
nos restantes 8 comprimentos, ou seja, um total de 5 x 2 x® A3 disposicoes. I J
No caso de ficarem na mesma coluna em posi¢coes adjacentes, existem 8 x 2
possibilidades, correspondendo aos 8 pares de posicoes em linhas adjacentes A B
(AC, CE, EG, GI, BD, DF, FH e HJ), e com a possibilidade de trocarem de
posicao ficando ambos ficando ambos nos mesmos compartimentos. O nidmero C D
total de disposicoes dos 5 pares de sapatos nestas condicoes ainda deve prever E F
a disposicoes dos restantes 3 pares nos restantes 8 comprimentos, ou seja, um [ X
total de 8 x 2 x® A3 disposicoes. a |vu/
Assim, o ntimero total de casos favoraveis é: 5 x 2 x% A3 +8 x 2 x% A5 . ! J

X5

rT17711

X8

Desta forma, recorrendo a Regra de LaPlace, temos que a probabilidade de o par de sapatos brancos e o

par de sapatos pretos ficarem em compartimentos adjacentes, é:

5x2x%A3+8x2x%A43 13

104, T 45

7. Considerando a experiéncia aleatéria que consiste em escolher, ao acaso, uma pessoa que, naquele dia,

esteve na praia da Ilha do Pessegueiro, e os acontecimentos:

S:<Ter usado o guarda-sol>
V:<Ter usado o para-vento>

_ 1
Temos que P (S) =0,75; P (SNV) =0,22e P (V|S) = F= 0,2 .

Assim, organizando os dados numa tabela obtemos: g g
P Vv 0,15
e PVIS) =02 & ZV 05 5 6 pvns)=02x075 & L
P(5) 1% 0,6 | 0,22 | 0,82

& P(VNS)=0,15;

¢« P(SNV)=P(S)-P(SNV)=0,75—-0,15=10,6 ; 0,75
e P(V)=P(S5NV)+P(SNV)=0.6+0,22=0,82.

Assim, a probabilidade de uma pessoa que, naquele dia, esteve na praia da Ilha do Pessegueiro escolhido,
ao acaso, ter utilizado o guarda-sol sabendo que nao utilizou o para-vento, na forma de percentagem,

arredondado as unidades, é 73%, porque:

—  P(SnV) 06
P(S|V) = ) 0 0,731
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8. Designado por P o ponto de intersecao da reta BD com a

circunferéncia, diferente do ponto D, e por ) a projecao yA
ortogonal do ponto P no eixo Oy, temos que:
e PQ =cosa ; r C /L B
— ‘ 77
e OQ = sena ; 1
e como os tridngulos [OPQ)] e [OBC] sao semelhantes, ! Q>
vem que: 1 o .
. _ i 0 A f
CB ocC CB 1 — H
— = & = & CB =222 .
PQ 0Q Cos & sen sen o D
e a ordenada do ponto D é simétrica da ordenada do
ponto P, isto é, yp = —yp = —sen« .

Assim, considerando [C'B] como a base do triangulo [BC D], a medida da altura é 14| — sen | = 1+ sen «,
pelo que a sua area é dada por:

COS &

4 _CBx(1+|yp])  sena . (1+ sena) _ cosa(l + sena)
[BCD] = = =
2 2 2sen a

9. (AE 2018)

T
Observando que sen (5 + x) = cosx vem que:

2
1- (sen <g —|—:U) = sen:v) =1—(cosz — senz)’ =1— (cos’x — 2senz cosx + sen®z) =

2

=1—(sen®x + cos’x — 2senzcosz) = 1 — (1 — 2senz cosz) = 2senx cosx = sen (2)
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9. (AE 2023)
Temos que:

e f(1)=1"In1—-1=-1
e f(2)=2'In2-1=~10,1

Como f é continua, existe pelo menos um zero de h no intervalo |1,2[, e assim pelo método da bissecao,

temos:
o Intervalo [0;1]:

2+1 2—1
T = % = 1,5 (solucdo aproximada com erro inferior a

f(1,5) =1,5%In1,5—1~ 1,05

=0,5)

Como f(1) <0e f(1,5) > 0, o zero da funcao pertence ao intervalo ]1;1,5[ .

e Intervalo ]1;1,5[:

_ 1415 5—1

2
£(1,25) =1,254In1,25 — 1 ~ —0,46

)

To = 1,25 (solugao aproximada com erro inferior a

=0,25)

Como f(1,25) <0 e f(1,5) > 0, o zero da fungdo pertence ao intervalo |1,25;1,5[ .

e Intervalo ]1,25;1,5[:

1,254+ 1,5 1,5—-1,25
= % = 1,375 (solucdo aproximada com erro inferior a % =0,125)

f(1,375) = 1,25%*1In1,25 — 1 =~ —0,14

T3

Como f(1,25) < 0e f(1,375) > 0, o zero da funcdo pertence ao intervalo |1,25;1,375[ .

e Intervalo ]1,25;1,375[:

_ 1,254+1,375
a 2

1,375 — 1,25
2

Logo x = 1,3125 é uma aproximacao do zero da funcao f, com erro inferior a 0,1.

T4 = 1,3125 (solucdo aproximada com erro inferior a

10. Como z = €%, entdo, temos que:

2= (€i0)2 — (i20 Im(z) A

o Arg(2%)=20=2x Argz FEEERN

E assim, o afixo de 22 deve ser equidistante da origem em .
relagao ao ponto P, e deve definir um angulo com a origem e : AT D
0 semieixo positivo da parte real com o dobro da amplitude,
pelo que, de entre as opgoes apresentadas o tinico que pode

= 0,0625).

cumprir cumulativamente estas duas condigoes é o ponto C.

Resposta: Opgao C
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11.

12.

Temos que 37 = 1749 =41 = .

Escrevendo —v/3 + 4 na forma trigonométrica (pe’®) temos:

—\J(-v3 —V3FI=Vi=2

o tga = V8 como sena > 0 e cosa < 0, a é um angulo do 2.° quadrante, logo

7 3

Desta forma temos que —v/3 + i = Zei%ﬂ, pelo que:

we ZY3HE 22 (e (-5)) | () _ o _ %
26 (=)  9i(—%F)
Assim, temos que:
o i(%‘-ﬂlm)
P=w e =T o r=c¢ : ,k €{0,1}
Pelo que, os dois nimeros complexos que sao solugao da equagao, sao:
(S +2xoxw . 51") 4 _ 1
L] (kZO)-) €Z< 2 >:el<2 :61(%)262(%):COS5I+Z'S€H5£:——3—|—7@'
6 6 2 2
() (EE) () | e 117 1r V3 1
o (k=1)— e =e =e zez(T)zcosT+isenT:7—§i

Como a Inés ird depositar 500 euros por ano durante 25 anos, o total das quantias depositadas é
500 x 25 = 12500 euros.

Como pretende conseguir um acréscimo de 20%, relativamente ao valor total dos depésitos, o valor do
acréscimo é 0,2 x 12500 = 2500 euros, pelo a taxa de juro anual, em percentagem, (j) que a Inés deverd
negociar com o banco, é a solugao da equagao:

C(j) = 12500 + 2500 < C(4) = 15000

Desta forma, inserimos na calculadora gréfica a expressao da
funcao C(j) e da fungéo constante f(x) = 15000.

Visualizamos os graficos das fungoes reproduzidos na fi-
gura ao lado e usando a funcao da calculadora para determinar
valores aproximados das coordenadas do ponto de intersecao
de dois gréficos, obtemos o valor aproximado (arredondada as 15000 |
milésimas) da abcissa do ponto de intersecao dos graficos das
duas fungoes, a que correspondem a taxa de juro k:

W

|
|
|
|
k =~ 1,375 0' 1,375

Assim, para que a Inés obtenha, no final dos 25 anos, um acréscimo de 20% relativamente ao total das
quantias depositadas, deve negociar com o banco uma taxa de juro de 1,375%.
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13.

13. (AE 2018)
Representado a linha do triangulo do Pascal cuja soma dos quatro tltimos termos é 288 101, e os primeiros
elementos da linha seguinte, temos:

288101

1 d e 287980

Como a soma dos tltimos quatro elementos da primeira linha representada é 288 101, temos que
14+a+b+c=288101
Observando a representagao das duas linhas podemos observar que:
b+ c = 287980

Assim, substituindo este valor na equacao anterior, e resolvendo a equacao obtemos o valor de a, ou seja
do segundo elemento da primeira linha representada:

1+a+b+c=288101 & 14+ a+ 287980 =288101 & a =288101 —287980—1 & a =120

13. (AE 2023)
Aplicando o método descrito com base nas votagoes dos 200 clientes, apresentadas na tabela, temos:
e Pontuacdo da praia do Almograve: 3 x 82+ 3 x 24 +4 x 51 + 3 x 43 = 651
e Pontuacao da praia do Barril: 4 x 824+ 1 x 24 +2 x 51 + 1 x 43 = 497
e Pontuacdo da praia do Cabedelo: 2 x 82 4+ 4 x 24 + 1 x 51 + 2 x 43 = 397
e Pontuacao da praia da Duquesa: 1 x 8242 x 24 +3 x 51 +4 x 43 = 455

Assim, considerando as preferéncias conhecidas dos 200 clientes, a praia escolhida é a praia do Almograve
com 651 pontos e a praia do Barril obteve apenas 497 pontos.

Mesmo na eventualidade dos restantes clientes terem escolhido a praia do Barril como 1. preferéncia
e a praia do Almograve como a 4. preferéncia, o resultado da votacao nao seria alterado porque os totais
das pontuacoes seriam:

e Pontuacao da praia do Almograve: 651 + 1 x 50 = 701

e Pontuacao da praia do Barril: 497 + 4 x 50 = 697
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14. Temos que:

e Como a fungdo derivada, f’, tem apenas dois zeros associados a uma mudanga de sinal, a funcio f
admite apenas dois extremos e nao trés, pelo que a afirmagao I. é falsa.

x | —oo -1 0 3 400
f + 0 - 0 + |o| +

e Como, pela observagao do gréfico podemos verificar que no intervalo [3, 4+ oo[ a fungao derivada, f
é crescente, a respetiva derivada, ou seja a fungao f”, é positiva. Assim, concluimos que o grafico da
funcdo f tem a concavidade voltada para cima neste intervalo, e nao para baixo, pelo que a afirmacao

I1. ¢ falsa.
z |3 +00
f/ /
f// +
f N
15. Temos que as coordenadas do vértice, V, da pardbola sao y
(0’ - 1) A

Determinando as ordenadas dos pontos de intersecao da
pardbola com a reta, P e @, em funcdo de a, temos que: T[T . f

y=aAy=2’-1ler’-l=ae?=at+leoz=4+Va+1

Observando que o centro da circunferéncia pertence a mediatriz
do segmento de reta [PV], escrevemos uma equagao da media-
triz, considerando para as coordenadas do ponto P, (va + 1,a):

@=0’+@y—- (-’ =@-Vet+t1)’+(y—a)® &
& 2+ y+1)°?=@-vat+t1)’+(y—a)’

Observando também que o centro da circunferéncia pertence ao eixo Oy, ou seja, a reta de equacao x = 0
podemos determinar a sua ordenada, substituindo o valor da abcissa na equagao da mediatriz:

0+y+1)2=0-Va+1)’+@y—-a)? & y¥*+2y+1=(Ha+1)>+y*—2ay+ad® &

Sy +2+1l=a+1-2ay+a®> & 2y+2ay=a+d® & 2y(l1+a)=a(l+a) &

(1+a)

T31ta) YT

a
2

Assim temos que as coordenadas do ponto C séo (0, ) pelo que o raio da circunferéncia é:

ch\/(0—0)2+<; \/ g+1
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